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1.1 Zum Begriff des nichtlinearen Systems NLR 1-1

Definition eines allgemeinen Ubertragungsgliedes:

Ein Ubertragungsglied ist eine Anordnung, welche aus einer EingangsgroRe
u(t)oder auch mehreren Eingangsgréfen uy(t),...,u,(t) eine eindeutig bestimmte
AusgangsgroRRe y(t) erzeugt.

u(t) y(t)
_ (P —

y(t)=o{u(t)}
@ ist ein Operator, der auf die Eingangsgrof3e u(t) angewendet wird.

Beispiel: y(t)= JEu(r) dr .

Die Ausgangsgrofie y(t) wird durch Integration der Eingangsgrofie u(t) erhalten.
Der Operator besteht in der Ausfiihrung der Integration.

Definition eines linearen Ubertragungsgliedes:

Ein Ubertragungsglied ist linear, wenn es das Uberlagerungs- und Verstarkungs-
prinzip erfullt:

p{u+a}
p{cu}=c

)

=p{uj+p{d} , (Uberlagerungsprinzip)
-p{u} . (Verstarkungsprinzip)

Man kann beide Beziehungen zu einer Beziehung zusammenfassen, die haufig
ebenfalls als Uberlagerungs- oder Superpositionsprinzip bezeichnet wird:

plcu(t)+e a(t)j=c plu()f+c plu(t)} - (*)

Dabei sind u(t) und G(t) beliebige Zeitfunktionen und ¢ und ¢ beliebige Konstan-
ten.

ﬂ(l I ‘ no)all Institut fir Regelungs- und Steuerungssysteme
D) . . .
Institutsleiter: Prof. Dr.-Ing. Séren Hohmann

Karlsruher Institut fur Technologie




1.1 Zum Begriff des nichtlinearen Systems NLR 1-2

Beispiel: Fur das Integrierglied gilt

Definition eines nichtlinearen Ubertragungsgliedes:

Ein Ubertragungsglied y=go{u} ist nichtlinear, wenn der Operator ¢ die Lineari-
tatsbedingung (*) nicht erftllt. Das heil3t also: Wenn es ein Paar von Zeitfunktio-
nen u(t), G(t) und Konstanten c, ¢ gibt, so dass (*) nicht gilt.

Beispiel: Zweipunktglied

ut) v y(t

Schaltet man nacheinander die zwei konstanten Zeitfunktionen u(t)=u, und
u(t) =3Uy am Eingang auf, so erhalt man jeweils die gleiche Ausgangsgrofie

p{ug}=b, @{3up}="b

Das Verstarkungsprinzip ist also verletzt. Daher ist das Zweipunktglied nichtlinear.

Definition: Unter einem nichtlinearen System versteht man eine Verkntpfung
von Ubertragungsgliedern, die mindestens ein nichtlineares Ubertragungsglied
enthalt.
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1.1 Gleichstrommotor NLR 1-3
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1.1 Gleichstrommotor NLR 1-4
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1.1 Zur Zustandsbeschreibung dynamischer Systeme NLR 1-5

Dynamisches System:

U1(t) — > Dyn. System —— Y1 (t)

. (Dyn. Prozess, .
Up(t) ————= Strecke) ——— Y, (t)
Eingangs- Ausgangs-
grofden grofen

Bildet man das mathematische Modell eines dynamischen Systems, so kann man
es in vielen Féllen auf die folgende Form bringen:

X = § (xl,...,xn; U, ..., Up; t) _ _ _
) System von n Differentialgleichungen
_ 1.Ordnung
X, = f, (xl,...,xn; Uy, Up; t)
Yio= G (X Xes Upeoalips t) o
X Systemvon q gewdhnlichen
Gleichungen
Yo = Uq (xl,...,xn; Up,...,Up; t)

Dabei sind x(t),....x,(t) Zwischengréen, welche die Verbindung zwischen den
Ein- und Ausgangsgro3en herstellen. Sie seien so gewéhlt, dass folgendes gilt:

Ist ty ein beliebiger Zeitpunkt und sind die EingangsgroRen uj (t),...,up (t) fir t >t
gegeben, so sind die ZwischengréRen X (t),...,x,(t) und mit ihnen die Ausgangs-
groen y(t),...,yq(t) fur alle t>t, eindeutig bestimmt, sofern die Anfangswerte
X (tg).---+ % (tg) gegeben sind. Die ZwischengréRen x,...,x, werden dann als Zu-
standsvariablen des dynamischen Systems bezeichnet. Die Wertegesamtheit
X (t),.... X, (t) zu irgendeinem Zeitpunkt t ist der Zustand des Systems zu diesem
Zeitpunkt.

R
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1.1 Zur Zustandsbeschreibung dynamischer Systeme NLR 1-6

Vektorschreibweise:

Eingangsvektor — u(t)=| ,

Ausgangsvektor  y(t)=| ,

Zustandsvektor  x(t)=

AuRerdem i: : , g=
fi dq

Dann gelten die Vektorgleichungen:

t) =

f (1), t): Zustandsdifferentialgleichung
) = ¢

u
B } Zustandsgleichungen
u

(t) . t): Ausgangsgleichung

< Ix
—_~

Hierin ist

X®=%z®=% |2

Liegt in den Zustandsgleichungen keine explizite Abh&ngigkeit von der Zeit t vor,
so spricht man von einem autonomen System.

ﬂ(l I ‘ H e Institut fir Regelungs- und Steuerungssysteme
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1.1 Zur Zustandsbeschreibung dynamischer Systeme NLR 1-7

Geometrische Deutung:

Man fasst die Zustandsvariablen xg,...,X, als Koordinaten eines n-dimensionalen
Euklidischen Raumes auf. x(t) ist Ortsvektor in diesem Raum und stellt den Zu-
standspunkt des dynamischen Systems dar. FUr variables t beschreibt er eine
Kurve im Zustandsraum, die Trajektorie (oder Zustandskurve) des Systems. Ist
g(t) gegeben, so geht - von Ausnahmeféllen abgesehen - durch jeden Anfangs-
punkt x, genau eine Trajektorie.

Beispiel (fur n=2): Ungedampfter mechanischer Schwinger

Eingangsgrofie: u=F, (konstant)
Ausgangsgrofe: y
Zustandsvariablen: =Y, X=Y
Zustandsdifferen - =%

: : _ . C 1
tialgleichungen: Xo=—=—X +—U,

m m

Ausgangsgleichung: y=X
Trajektorien: Xo A
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1.1 Zur Zustandsbeschreibung dynamischer Systeme NLR 1-8

Spezialfall: Lineares System

Il
>

X+ B u

(n1)  (nm(nd) (n.p)(pl)

Zustandsdifferentialgleichung,

y=C x+Du
(a1 (@m(nd) (a.p)(pl)

, Ausgangsgleichung.

Dabei ist

die Systemordnung,

die Anzahl der Eingangsgrofien,

die Anzahl der Ausgangsgrofden,

heil3t Dynamikmatrix (oder Systemmatrix),

Eingangsmatrix ( p<n, fastimmer < n), Matrizen konstant :

Ausgangsmatrix (haufig q = p), System zeitinvariant
Durchgangsmatrix (beirealen Systemen meist = 0).

g 10 wi>» @ © =5

EingroBensystem: p=1, q=1

X+

A c du
(nn)~  (nd) (Ln) (1)

7
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1.2 Zur Ruhelage eines dynamischen Systems NLR 1-9

Ein dynamisches System sei durch seine Zustandsgleichungen gegeben:

Definition: Das System befindet sich genau dann im Ruhezustand, wenn die Ab-
leitungen der Zustandsgré3en Null sind:

Dies ist aber nur moglich, wenn die Eingangsgrof3en u
sind:

v=1,...,p, konstant

Vv 1

Uy =Ur , Uy =Ugg,..., Up=Upgr
Somit gilt im Ruhezustand

0= fi(xl,...,xn, ulR,...,upR) , 1=1,...,n

Aus diesen Gleichungen konnen die Ruhewerte xg,...,X,g berechnet werden. Sie
bestimmen die Ruhelage, (Ruhezustand, Beharrungszustand, Gleichgewichts-
zustand, stationarer Zustand) xp des Systems. Es ist durchaus moglich, dass
das Gleichungssystem keine, mehrere oder unendlich viele Losungen hat. Es gibt
dann fur die gegebenen Werte der Eingangsgro3en keine, mehrere oder unendlich
viele Ruhelagen.

Zu jeder Ruhelage gehdren feste Werte der Ausgangsgrofi3en:

ykR:gk(XlR’--anR, ulR"'-’upR ), k=l,...,q

ﬂ(l I ‘ no)all Institut fir Regelungs- und Steuerungssysteme
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1.2 Zur Ruhelage eines dynamischen Systems NLR 1-10

Spezialfall: Ruhelage eines nichtlinearen Regelkreises

Nichtlineare Regelung:

e u y X
> Li(s) [ Fu) "1 La(s) =
w -
kon-
stant
Ls(s) [
Bild 1

Damit eine Ruhelage maoglich ist, muss w konstant sein: w=wg .

Fir jedes der linearen Teilsysteme L, i=1,2,3, gilt eine Differentialgleichung
vom Typ

(n) (m)

Anj Xg +-.-+ 8y Xy + AiXq =DgiXe + DX ...+ by Xe , 1=1,2,3

wobei x(t) seine EingangsgroRe, x,(t) seine AusgangsgroRe ist. Im Ruhezu-
stand mussen alle zeitlichen Ableitungen Null sein. Daher gilt, wenn der Index R
den Ruhezustand kennzeichnet:

AiXar =PoiXer , 1=1,2,3 . (1)

Dabei darf man bei einem Regelkreisglied by; #0 annehmen, da andernfalls im
Ruhezustand die EingangsgroRe X, nicht durchgeschaltet wirde. Enthalt das
Ubertragungsglied ein I-Glied, so muss X,z =0 und damit ag; =0 sein. Andernfalls
ist ag; #0 .
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1.2 Zur Ruhelage eines dynamischen Systems

NLR 1-11

Aus Bild 1 folgt gemaf (1):
QUr = Dbpier .
eR = WR - rR '
A3l = DbosXr
QX = Dbpayr -

Aus (2) erhalt man fir die Ausgangsgrol3e y

y:m.@.(%_ﬂu} |
b02 bOS bOl

also

Q0302 f= 891893992

y=a—-fu mit a= ,
03002 bo1bo3bo2

2)

3)

Zu dieser linearen Beziehung tritt die Gleichung der nichtlinearen Kennlinie hinzu:

y=F(u)

(4)

Aus den beiden Gleichungen (3), (4) kann man die Ruhewerte ug und yg gemafi

Bild 2 graphisch bestimmen.

Ay

=F

\ Ay y=F(u)
R
YRI- K > Au

L allV

0 UR \
y=o—pu

Bild 2

Die restlichen Ruhewerte erhalt man aus (2).

ﬂ(IT ‘ H e Institut fir Regelungs- und Steuerungssysteme

Karlsruher Institut fur Technologie

Institutsleiter: Prof. Dr.-Ing. Séren Hohmann



1.2 Zur Ruhelage eines dynamischen Systems NLR 1-12

Ubergang zu den Abweichungen von der Ruhelage:
Au=u—-uUg , AYy=y—VYgr ,
Das bedeutet: Die Ruhelage R=(ug,yg) wird Ursprung des neuen Koordinaten-

systems (siehe Bild 2). Falls der Regelkreis mehrere Ruhelagen hat, was méglich
sein kann, ist nur eine dieser Ruhelagen gemeint.

Beim Ubergang zu den Abweichungen bleiben die linearen Ubertragungsglieder
unverandert. Aus dem Soll-Istwert-Vergleich
e=w-—r
wird:
er +Ae=wg — (g +Ar)
also wegen eg =wg — Iy :
Ae =—Ar
Aus der Gleichung der Kennlinie wird:

YR +Ay = F(ug +Au) N

Ay = F (ug +Au) - yg = F (Au)

Dies ist die gleiche Kennlinie wie friher, nur in den neuen Koordinaten. Aus dem
Regelkreis im Bild 1 wird so der Regelkreis im Bild 3a. Daraus ergibt sich durch
Verlegung der linearen Blocke entgegen der Wirkungsrichtung und Zusammenfas-
sung zu einem Block Bild 3b. Durch Umbezeichnung, statt F wieder F usw.,
ergibt sich daraus der nichtlineare Standardregelkreis im Bild 3c.
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1.2 Zur Ruhelage eines dynamischen Systems NLR 1-13

a)
Ae Au ~ Ay AX
Ly(s) —] F(au) —] Ly(s)
Ar
La(s) [
Umformung
b)
Ie(Au) —1 L(s)
L(s) =L4(s) La(s) Ls(s)
Umbezeichnung
c)
° »lFee) —> Lis)
- " Lin. Nichtlinearer
Nichtlinearitat Teilsystem Standard-
regelkreis
Bild 3
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1.2 Zur Ruhelage eines dynamischen Systems NLR 1-14

Die friheren GroRen x, e, u sind von den neuen Grof3en x, e, u verschieden,
kénnen aber durch lineare Rechnung aus ihnen erhalten werden. Ihr Verlauf im
Einzelnen ist aber im allgemeinen uninteressant. Entscheidend ist vielmehr das
Stabilitatsverhalten des Regelkreises. An ihm wurde durch die aquivalente Umfor-
mung des urspringlichen Regelkreises in die nichtlineare Standardregelung nichts
geandert.

Spezialfall:

Ist wg =0 (wenn zum Beispiel das Verhalten des Regelkreises bezuglich Anfangs-
storungen betrachtet wird) oder enthalt das hinter der Nichtlinearitat gelegene
Ubertragungsglied ein I-Glied, was haufig der Fall ist (ay, =0) , so ist =0 . Die
lineare Kennlinie y=a — fu geht dann durch den Ursprung. Gilt das gleiche auch
fur die nichtlineare Kennlinie, so ist ug =0, yg =0 : Die Ruhelage liegt im Ur-
sprung.

Durch den Ubergang zu den Abweichungen von der Ruhelage wird dann die Glei-
chung der Kennlinie nicht verandert (F = F), und es wird lediglich wg als Bezugs-
punkt fur die Gré3en x und e genommen.
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1.2 Stabilitatsbegriff nach Lyapunov NLR 1-15

Gegeben sei ein dynamisches System X =i(>_< : g) mit konstantem u . Es existiere

eine eindeutige Losung x(t) bei gegebenem x(ty) =X, -

Eine Ruhelage xi des Systems heif3t

stabil, wenn >_<(t) far alle Zeiten t >t in einer beliebig engen Umgebung von

Xg bleibt, sofern x, gentgend nahe bei x; liegt:

Ve>035=5(¢)>0: |xo—Xg|<8 = |x(t)-xg|<e .

e instabil, wenn xz nicht stabil ist,

e asymptotisch stabil, wenn xg stabil ist und auf3erdem eine Umgebung

(= Einzugsbereich) besitzt, aus der x(t) fur t —»o gegen xg strebt:

35>0 mit |x,—xg[<6 = tIim x()=xg
—0

e global asymptotisch stabil, wenn xp asymptotisch stabil ist und der Ein-

zugsbereich den gesamten Zustandsraum umfasst.
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1.2 Ruhelagen eines starren Pendels NLR 1-16

G, obere Ruhelage

untere Ruhelage G, \\

Untere Ruhelage:
e Stabil, aber nicht asymptotisch stabil beim ungedampften Pendel,

e Asymptotisch stabil, aber nicht global asymptotisch stabil beim gedampften
Pendel.

Obere Ruhelage:

Instabil.

ﬂ(l I ‘ no)all Institut fir Regelungs- und Steuerungssysteme
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2.1 Analyse der Ruhelagen des starren Pendels

in der Zustandsebene

NLR 2-1

ms=—mgsing mit s=Rp N @ :—%sinqo

Zustandsvariablen: x =¢ , X,=¢

Zustandsdifferentialgleichungen:

X =X )
1 Zg dx, g sinx
Xz :—ESin Xl Xm R XZ

In der Umgebung von (0,0) (untere Ruhelage):

x|, [%| Klein N sinxgrx AN dx _g9x

dx R X,

Xo X =—%x1dx1 N % x12+x§ =const: Ellipsen um (0,0) .

X2

A

Die Ruhelage

> X

1 (0,0) ist also
stabil.

AT
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2.1 Analyse der Ruhelagen des starren Pendels
in der Zustandsebene NLR 2-2

In der Umgebung von (z,0) (obere Ruhelage):

Wegen sin x; =sin(x — 7z +7)=sin(% —z)- _cosz +cos(x —z)- sinz
-1 0

=—sin(x-7)~—(X%-7):

dx, g -7 A g
2 ST X,dX, — = (% —7z) dxg =0 N\
d¢ R x 2R (1 ﬂ) 1

g(xl—ﬂ)2 —x¢ =const: Hyperbeln um (z,0).

)
/)

Die angegebene Durchlaufungsrichtung folgt aus X =x, : Flr x, >0 wachst ¥, ,
flr x, <0 nimmt x; ab.

AXZ

// Die Ruhelage
> X4 (m,0) ist also
\\ instabil.

S S R AEp PP
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2.1 Trajektorien in der Phasenebene flr einige
lineare Systeme 2. Ordnung NLR 2-3

Betrachtet wird im Folgenden die allgemeine lineare Differentialgleichung
2. Ordnung

X+a;X+agX=c . (*)

1. Spezialfall: ag=0

Aus der Differentialgleichung (*) wird dann

Die Zustandsdifferentialgleichungen lauten also
X=V,
V=C—qV .

Jetzt seien zwei Falle unterschieden:
o) c=0

Die Trajektorien ergeben sich aus

dv 3
—=—a ,
dx
vV =—aXx+V, : Geraden (s.Bild1)
vA
\\
\ \\\\‘
P N\ N\
ARNERANERN
. \‘\ \\ \\ \\

Bild 1

Dabei handelt es sich also um zwei Trajektorienscharen, die auf der x-Achse
enden.
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2.1 Trajektorien in der Phasenebene flr einige
lineare Systeme 2. Ordnung NLR 2-4

p) c=0
Jetzt berechnen sich die Trajektorien aus

dv_c—ayvV

dx v

Trennung der Veréanderlichen fuhrt zu

v
C—aV
1 v

=——" dv
yq V-2

dx = dv

Somit ergeben sich die Kurven in der Phasenebene zu

1 C
X=——v-——ln
ar  af

C
V__
q

+K

wodurch also bei Variation der Integrationskonstanten K parallel verschobene
Kurven in Richtung der x-Achse entstehen.

Je nach Wahl der Vorzeichen von 2 liegen dann die im Bild 2 skizzierten
&

: o C C
Trajektorien fir — — <v<— vor.
& &
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2.1 Trajektorien in der Phasenebene flr einige
lineare Systeme 2. Ordnung NLR 2-5

X

Bild 2
1 C C
— X=——Vv+—Injv+—|+K
& &
1 c C
----- X=——V-—Injv-—|+K
& &

2. Spezialfall: a; =0

Die Differentialgleichung (*) reduziert sich zu
X+agx=cCc
was zu den Zustandsdifferentialgleichungen

X=V,
V=C—3apX

fahrt.
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2.1 Trajektorien in der Phasenebene flr einige
lineare Systeme 2. Ordnung NLR 2-6

Die Trajektorien in der Phasenebene folgen aus

dv _ c—apX

dx v

nach partieller Integration zu
v = 2cx—a0x2 +K

Jetzt lassen sich zwei verschiedene Falle von Trajektorienverlaufen angeben,

fur die allesamt die Ruhelage (XR ,vR) = (i , Oj einen sogenannten
Ch)
Wirbelpunkt (siehe auch 3. Spezialfall) darstellt:

a) ag=1:Kreiseum (c, 0) (Bild 3 a)),

b) ay=1:Ellipsen um [i,oj (Bild 3 b)).

Wie man an den Trajektorien im Bild 3 erkennt, ist die Ruhelage stabil, aber
nicht asymptotisch stabil.

a) v b) v

X

[
\

Bild 3
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2.1 Trajektorien in der Phasenebene flr einige
lineare Systeme 2. Ordnung NLR 2-7

3. Spezialfall: ag#0, c=0

Die Differentialgleichung (*) lasst sich dann als inhomogene Differentialglei-
chung

X+ X +agX =U (**)
mit verschwindender EingangsgroRe (u=0) interpretieren.

Um zu einer Zustandsdarstellung zu gelangen, wird (**) in den Laplace-

Bereich transformiert, was mittels Partialoruchzerlegung zu der Darstellung

X(S):L—ﬂl S—4,

b, D }U(s) (1)

mit 4, , 1, als Wurzeln der charakteristischen Gleichung
2 —
s“+a;8S+a5=0
fahrt.
Durch Definitionen neuer Zustandsvariablen x und x, gemaf

Xi(s)zs_—ljiU(s) i=1,2 )

ergeben sich die neuen Zustandsdifferentialgleichungen zu

)-(i:/lixi-FU i:1,2
bzw. (da u =0 betrachtet wird)

% =A%  i=1,2 . 3)
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2.1 Trajektorien in der Phasenebene flr einige
lineare Systeme 2. Ordnung NLR 2-8

Aus (1) und (2) folgt sofort der Zusammenhang zwischen x; , X, und x,V :
X =X + X (4)
bzw. wegen (3):

V= X - rle + r2X2 - I’lllxl + rzﬂ,ZxZ . (5)

Durch die Koordinatentransformation (4), (5) bilden die x- und x,-Achsen in
der (x,v)-Ebene ein schiefwinkliges Achsenkreuz. Der gemeinsame Ursprung
ist offenbar die Ruhelage der Differentialgleichung, deren Stabilitdtsverhalten
anhand der im Folgenden diskutierten Trajektorien in der Phasenebene beurteilt
werden kann.

Aus den entkoppelten Differentialgleichungen (3) folgen die Lésungen
X (1) =xe , i=1,2 , (6)

die als Parameterdarstellungen (Parameter t) zweckmaRigerweise zur Ermitt-
lung der Trajektorienverlaufe dienen. Aus (6) wird deutlich, dass hierbei die La-
ge der Eigenwerte A, 1, maf3geblichen Einfluss hat:

0() ﬂl,lz reell mit 2’1'12 >0

In diesem Fall ergibt sich aus der Berechnung der Trajektorien die Ruhela-
ge (0,0) als Knotenpunkt, wobei sie entweder

1) instabil (21,/12 >0) oder
2) global asymptotisch stabil (ﬂl , An < 0)

ist. Bild 4 zeigt Fall 2).
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2.1 Trajektorien in der Phasenebene flr einige

lineare Systeme 2. Ordnung NLR 2-9
X5 vk
0 X
X4
Bild 4

B) A, 4, reellmit 4,-4,<0

Da der Betrag einer der beiden Zustandsvariablen mit t —c zunimmt, der an-
dere gegen 0 strebt, erhalt man die somit instabile Ruhelage als Sattelpunkt

der Trajektorien (Bild 5)

X vh
2 (7\.1 > O, 7\.2 < 0)

) \\“\7
=

hy

Bild 5

Die Asymptoten hy, h, sind also die x;- bzw. X, -Achse.

AT |

Karlsruher Institut fur Technologie
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Institutsleiter: Prof. Dr.-Ing. Séren Hohmann

7
7




2.1 Trajektorien in der Phasenebene flr einige
lineare Systeme 2. Ordnung NLR 2-10

7) 41,4, konjugiert komplex (ﬂi,zzﬁoija)o)

Es wird 6y 0 angenommen, da sonst eine Differentialgleichung gemafd Spezi-
alfall 2 vorliegt. Um die nunmehr mit nichtreellen Koeffizienten behafteten Diffe-
rentialgleichungen (3) anschaulich deuten zu kénnen, geht man mit einer zu-
satzlichen Koordinatentransformation zu den Real- und Imaginarteilen von x
und x, uber:

Xx=p+jq, Xp=p-]jq (7)
bzw.
1
p_—(x1+x2) , q_Z_j(Xl_ 2)

p und g sind dann die neuen Zustandsvariablen (( p, g)-Achsen schiefwinklig
zu (x,v)-Koordinatensystem mit gleichem Ursprung), deren Zustandsdifferenti-
algleichungen sich durch Einsetzen von (7) in (3) zu

P=0ogPp—wyq
4 =amyp+ pq

ergeben, aus der man eine Differentialgleichung

dg _ woP+ 600
dp &P —@pq

erhalt.
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2.1 Trajektorien in der Phasenebene flr einige
lineare Systeme 2. Ordnung NLR 2-11

Fuhrt man Polarkoordinaten
p=rcos g
q=rsing
ein, ergibt sich nach Trennung der Veranderlichen und partieller Integration die

Losung

%,
r=re” . (8)

Aus (8) erhalt man als Trajektorien logarithmische Spiralen, die Ruhelage ist ein
Strudelpunkt. Sie ist instabil (5 >0) oder wie im Bild 6 skizziert global asymp-
totisch stabil (5 <0).

p,VA

AT

Bild 6
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2.1 Trajektorien in der Phasenebene flr einige
lineare Systeme 2. Ordnung NLR 2-12

Liegen keine verschiedenen Eigenwerte, sondern zwei gleiche Eigenwerte
A1 =72, =24 von (x#) vor, so gilt statt (1) die Partialbruchzerlegung

X(s):[ r1/1+ 2 2]U(s)

S—4  (s—1)

Einfihrung von Zustandsvariablen

X(®) == UG

X,(s) =$ X, (s)

fuhrt auf die nun nicht mehr entkoppelten Zustandsdifferentialgleichungen

Xl :/le y
Xo = AXy + X

Wie man aus den Losungen

It
X (t) =x0e"

X2 (t) =(X20 +X10t)e/u

ablesen kann, liegt die Ruhelage (0,0) wiederum als Knotenpunkt (vgl. «))
vor (global asymptotisch stabil fir 4 <0 , instabil fur 4 >0).

ﬂ(l I ‘ no)all Institut fir Regelungs- und Steuerungssysteme
D) . . .
Institutsleiter: Prof. Dr.-Ing. Séren Hohmann

Karlsruher Institut fur Technologie




2.2 Beispiele fur typische Nichtlinearitaten NLR 2-13

A Stuckweise lineare Kennlinien

1. Relaiskennlinien (= Kennlinien mit achsenparallelen Geradenstiicken)

a) Zweipunktkennlinie
e ohne Hysterese

-b, u<0

y=< 0, u=0

b, u>0
=bsgnu

e mit Hysterese

_[bsgn(u+a), u<0
y= bsgn(u-a), u>0

=bsgn(u—asgnu)

b) Dreipunktkennlinie

e ohne Hysterese

-b, u<-a
y=< 0, —a<u<a
b, u>a

:%[sgn (u—a)+sgn (u+a)]

vA
b-
LV
--b
v
b
:- ----- -4-1.‘-‘—.‘
; -
I -b
vA
b —
-a
U
a
—_— -b

IT i

Karlsruher Institut fur Technologie
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2.2 Beispiele fur typische Nichtlinearitaten NLR 2-14

e mit Hysterese

] U>0AU<—0a v
" |u<O0Au<-a
: b -y
y = b, u>0Au>a -a -ga '
u<0Au>qga F===-t — > U
v ga a
0, sonst — T-b
c) Trockene Reibung
A
b, u<O y
y=¢ 0, u=0 —b
—b, u>0 |
-b-
2. Begrenzungs- (Sattigungs-) Kennlinie
-b , u<-a vk
=< —u, —-a<u<a
y 3 b
b , u>a 2 : -
a
1-b
3. Totzone
vA

ﬂ(l I ‘ no)all Institut fir Regelungs- und Steuerungssysteme
2l D) . . .
Institutsleiter: Prof. Dr.-Ing. Séren Hohmann




2.2 Beispiele fur typische Nichtlinearitaten NLR 2-15

B Gekrimmte Kennlinien

1. Federruckstellkraft

y=—(ax+px*), a>0, p beliebig v
ax
¢"' »U
p<0 =7
>0
2. Stromungswiderstand
v
ku, u<0
y= W2 U0 Parabeln
— u , =
=—ku|ul
> u
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2.2 Beispiele zur Phasenebene: Lageregelstrecke NLR 2-16

04—

n|-a

Simulationsverlaufe bei Variation von KR:

T 0.6 - : : T
0.4 2l
u(t) v(t)
0.2 1}
0 0
-0.2 -1t
-0.4 -2t
-0.6 : - .
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
t > t —
Schaltgerade
1)
v
1.
0
-1F
2t
0 10 20 30 40 6 4 2 0 2 4 6
t —> X —>
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2.2 Beispiele zur Phasenebene: Lageregelstrecke NLR 2-17
2. Kg=1.1
T 0.6 T 1
0.4 0.5
u(t) v(t)
0.2 0
0 -0.5
-1
-0.2
-1.5
-04 L
2
-0.6
0 5 10 15 0 5 10 15
t —> t D
Schaltgerade
T Lo
6 0.5
X(t) v
0
4
-0.5
2 -1
0 15
-2
2 .
0 5 10 15 2 0 2 4 6
t — X —»

AT |
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2.2 Beispiele zur Phasenebene: Gedampfte

Lageregelstrecke NLR 2-18
A
e 04 u 1 v 1 X
 _ > - - —
~ — 104 1+Ts S
Simulationsergebnisse:
* 2 0.5
x(t) 1 5 u(t)
1.
0 L
0.5}
Ot o,
05 5 10 15 05, 5 10 15
t— t—e—
* 05 *0.5
v(t) Vv
0 0
05 5 10 15 %5 0 o5 1 15 2
t— X—

AT | [iRS]
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2.3 Beispiele zur Phasenebene:
Strukturumschaltung NLR 2-19

1. Fester P-Regler

e P-Regler u 1 v X
—» — —> —
_ Kg=1.25 S S
Simulationsergebnisse:
$ ° $°
X(t) u(t)
0 0t
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t— t—»
} o °
v(t) v
2.
0 0
2t
_5 N N N _4 N N N N N
0 5 10 15 20 6 4 2 0 2 4 6
t—» X——
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2.3 Beispiele zur Phasenebene:

Strukturumschaltung NLR 2-20
2. Umschaltender P-Regler
P —Reqgler
e u 1 % 1 X
2 , 1.u. 3. Quadrant |——» s —— s

KR =
- 0.5, 2. u. 4. Quadrant

Simulationsergebnisse:

0 5 10 15 20
t—»

0 5 10 15 20
t—»

0 5 10 15 20
t—»

X—

AT |
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2.4 Grenzzyklen und ihr Stabilitatsverhalten NLR 2-21

Grenzzyklus

Eine Dauerschwingung (stellt in der Zustandsebene eine geschlossene Kurve C
dar), deren Nachbartrajektorien ihr gegentber ein Grenzverhalten zeigen.
Es gibt 3 Arten des Stabilitdtsverhaltens von Grenzzyklen:

a) asymptotisch bahnstabil

samtliche Systemtrajektorien streben mit wachsender Zeit gegen C:

b) asymptotisch semibahnstabil

die Systemtrajektorien streben mit wachsender Zeit nur von innen oder nur von
aul3en nach C (Voraussetzung: eine eindeutige Aufteilung in Innen- u. Aul3en-
gebiet ist moglich):
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2.4 Grenzzyklen und ihr Stabilitatsverhalten NLR 2-22

c) Instabil

die Systemtrajektorien streben mit wachsender Zeit sowohl von innen wie von
aulRen von C weg:
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2.4 Beispiele zur Phasenebene: Grenzzyklen NLR 2-23
1
e u 1 v 1 X
R 0.75 " 1+s s

Simulationsergebnisse:

0 5 10 15 20 25 30

0 5 10 15 20 25 30

* 05
u(t)
O.
05 5 10 15 20 25 30
t—»
*0.5
Vv
0.
05 '
) 1 0 1 2
X—B

AT |
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2.5 Beispiele zur Phasenebene: Totzeiten NLR 2-24
Lageregelungstrecke mit Totzeit
A
e 04 u 1 |v 1 | X
- = | o085 | Lol 1 |Vl
- —_-04 S S
Simulationsergebnisse:
* 5[ 0.5
| | 1
! | | l
! Y | l
ot Oh : Al I I
T | I
! | | l
! | | I
] I ] I 1
N 05, 5 10 15 20 25 30
t—
* 3
v 2
1t
O.
-1t
2t
-3 . . . -3 .
0 5 10 15 20 25 30 -5 0 5
t— X—

AT |
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3.2 Stabilitatskriterien (nach Lyapunov) NLR 3-1

1. Stabilitadtstheorem von Lyapunov
(Follinger: Kriterium fur Stabilitat im Kleinen)

Gegeben sei ein System x = f (x) mit der Ruhelage x; =0 . In einem Gebiet
DcR", welches xg enthalt, gebe es eine stetig differenzierbare Funktion
V(x): D—>R mit

o V (Q) =0

e V(x)>0in D—{Q}

. \/()_(( 8x anla—v :{aX}T-i(g)J <0 in D .

Dann ist die Ruhelage xz =0 stabil.
Falls zusatzlich

V(x)<0 in D—{0}

gilt, so ist die Ruhelage xp =0 asymptotisch stabil.

2. Kriterium fur asymptotische Stabilitat mit begrenztem Einzugsbereich
(Follinger: Kriterium flr asymptotische Stabilitat im Grol3en)

Es gelten die Voraussetzungen flr asymptotische Stabilitat von Theorem 1.

Das Gebiet Q. ={>_<eR” ‘V ()_()Sc} (vergl. Beweis zu Theorem 1) in D sei be-
schrankt und umrandet von der Kurve V (x)=c .

Dann ist xg =0 asymptotisch stabil und Q. gehort zum Einzugsbereich.

3. Barbashin-Krasovskii-Theorem
(Follinger: Kriterium flr asymptotische Stabilitat im Ganzen)

Gegeben sei ein System X = f( ) mit der Ruhelage xi =0 . Wenn es eine stetig
differenzierbare Funktion V (x) : R" - R gibt mit

e V(0)=0, V(x)>0 Vvx=0
e V(x)<0 Vx=#0
e |x|>0=V(x)>o (=V(x) radial unbeschrankt),

so ist xg =0 global asymptotisch stabil.
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3.3 Weitere Kriterien zur Stabilitdt und Instabilitat NLR 3-2

Positiv invariante Menge

L heil3t positiv invariante Menge bzgl. x = f(x), wenn gilt:

X(0) e L= x(t) e L Vt>0.

Positive Grenzmenge

L™ heiRt positiv invariante Grenzmenge bzgl. x=f(x), wenn gilt:

Ve>03 T>0: dist (x(t),L) = iml‘_|| xt)-x|<e Vt>T.
xe

Mit diesen beiden Definitionen gilt folgende Aussage (ohne Beweis):

Ist die Losung x(t) von x= f(x) beschrankt und verbleibt sie in einem Gebiet D
fur alle t >0, so ist die positiv invariante Grenzmenge L™ bzgl. x = f(x) eine nicht-
leere, beschrénkte und positiv invariante Menge, fur die gilt:

x(t) - L" furt —» oo .

1. Theorem von Lasalle

QcD sei eine beschrankte positiv-invariante Menge beztglich )_'(=i(>_<).
V(x): D—>R sei eine stetig differenzierbare Funktion mit V(x)<0 in Q. E sei
die Menge aller Punkte in Q , fiir die gilt V (x)=0, M die grofte positiv-invariante
Menge in E. Dann gilt: Jede Trajektorie x(t), die in Q startet, néhert sich fir
t > oo der Menge M an.

Speziell fur den Spezialfall V (x)>0 und die Ruhelage xg =0 gilt dann (vgl. auch
Stabilitatstheoreme von Lyapunov und Barbashin-Krasovskii):

Xr =0 sei Ruhelage von )_'(:i(>_<) : V()_(): D —> R sei eine stetig differenzierbare
positiv definite Funktion in dem die Ruhelage beinhaltenden Gebiet D mit
V(x)<0in D .

Es gebe keine in D identisch verbleibende Trajektorie mit V (x)=0 auBer x(t)=0.
Dann ist x; =0 asymptotisch stabil.

Gilt dartiber hinaus die radiale Unbeschrénktheit von V (x) mit V(x)<0 vxeR",
so ist xg =0 global asymptotisch stabil.
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3.3 Weitere Kriterien zur Stabilitat und Instabilitat NLR 3-3

2. Chetaevs-Theorem (Kriterium fir Instabilitat)

Gegeben sei die Ruhelage xz =0 von %= f(x) . In einem die Ruhelage beinhal-
tenden Gebiet D sei V(x): D—>R eine stetig differenzierbare Funktion mit
V(0)=0 und V(x(0)) >0 fur einige x(0) (mit |x(0)| beliebig klein).

Auf der Menge B, = {)_( S R”‘ 1] < r} (siehe auch Beweis zu Stabilitatstheorem von
Lyapunov) sei die Menge U = {1( e B, |[V(x)> 0} definiert.

Wenn dannin U V (x)>0 gilt, so ist xg =0 instabil.
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3.4 Kriterium von Sylvester NLR 3-4

Eine quadratische Form

n
V(x)= Z PicXiXe = X' PX
i k=l

(P symmetrisch, d.h. py = pgq bzw. PT =P)

ist genau dann positiv definit, wenn alle ,nordwestlichen® Unterdeterminanten
Dq,..., D,

Pi1 P2 P

von P-= p:21 P22
i Pn1 cee “+ Pnn J
Pi1 P2

mit  Dy=py;, D=

P21 P22

samtlich positiv sind.

Das Kriterium gilt auch flr quadratische Pseudo-Formen

V(Z):_%lpik(xl’“"Xn)xixk =>_<TE(>_<)>_<

(P(x) symmetrisch, d.h. py (x) = pyi (X)) -

Es gilt:

Erfullen die Koeffizienten p; (x) der Pseudo-Form V (x) in einem den Nullpunkt
enthaltenden Bereich des Zustandsraumes das Kriterium von Sylvester, so ist
V(x) positiv definit.
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3.4 Beispiel zur Abschatzung des Einzugsbereich NLR 3-5

System: ¥ =-X+ 2x13x2

X2 :—X2

Trajektorienbild fur verschiedene Anfangspunkte:

' 1,6
— ! f/’ I 'Y\% \‘\
L] . / . 12 A . T~
T L/l 1,0 LN
// I 0'8 ,’ \\ \\""--—
e ’{’/ ZA\ ' 0:6 / ‘\\\ =
EESLLARNRwEE BN
e N &2 LA s Pkt [
S e e e g [ [ o e e R A
20148 4614 -12 -10-08-06 D7 O 5 ¥ 088 0871017 10165570
ST N e
N TN
W AW 08
VAl BN S
[ e ] T
Fh i
*#WaE EET

———— 1 Ungefahre Grenze des Einzugsbereichs.

— . Grenze des Teils des Einzugsbereichs, der durch Anwendung
der Direkten Methode gesichert ist.
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3.5 Methode der 1. Naherung NLR 3-6

Gegeben sei ein System x = f (x) mit der Ruhelage x; =0 . In der Nachbarschaft
D der Ruhelage sei f: D — R" stetig differenzierbar mit

Dann gilt:

a) Liegen die Eigenwerte von A , also die Nullstellen der charakteristischen Glei-
chung det (s1-A) =0 , samtlich links der j-Achse, so ist die Ruhelage xgz =0
des nichtlinearen Systems asymptotisch stabil.

b) Liegt mindestens ein Eigenwert von A rechts der j-Achse, so ist die Ruhelage
Xg =0 des nichtlinearen Systems instabil.

c) Liegt mindestens ein Eigenwert von A auf der j-Achse, aber keiner rechts da-
von, so kann die Ruhelage xgz =0 des nichtlinearen Systems asymptotisch
stabil, nur stabil oder instabil sein.
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3.5 Beispiel zur Methode der 1. Naherung

NLR 3-7

Rihrkesselreaktor

g ZuflieRendes Volumen/min
(konstant)
¢o Einlaufkonzentration
. von Stoff A
Ty Einlauftemperatur

Tk (t)
KihImittel-
temperatur

-

=

| )

>

c(t) Konzentration
T(t) Temperatur

9a
. _ Co—C
Zustandsvariablen: x = ;
Co
. i T =T,
EingangsgroRe: :KT—O
0

Zustandsdifferentialgleichungen:

X =—ayq+p (%)

=— a21X2 +a22p (Xl’ X2) + bu

bzw.
X = —311X1+,0(X1’X2 N {
—ay Xy + al22,0 X1 X2
a(x) b
mit
P %)= (1-x)+ wul-x)

%f_/
kann haufig ver-

nachlassigt werden |

0

)

(X)

} von Stoff A im Reaktor zur Zeit t

=q AbflieRendes Volumen/min

& &

e % = (1x )k 2

AT |

Karlsruher Institut fur Technologie
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Institutsleiter: Prof. Dr.-Ing. Séren Hohmann

7




3.5 Beispiel zur Methode der 1. Naherung

NLR 3-8

Arbeitsbereich in der

Zustandsebene:
X,
B
0 1 X1>

Berechnung der Ruhelagen:

0=—ay %R +P(XR, X2R)

0=—ay %R +a P(XlR , XZR) +bug.

Fur p(xR.%or ) ergibt sich aus (1):

P(XR 1 Xor ) = B11XR -

Damit lautet (2):

—Ag1XpR + ¥R +bug =0 N XR =

Zahlenbeispiel (Zeitnormierung: 1 min):

mol

= 314 — |
(

= 3085 K |,
= 0.2674 ,

= 1.815 ,

= 04682 ,

= 1.5476 ,

= 08,

= 65,

= 1.05 - 10" |
= 34.2894 .

@117

Andererseits l&sst sich die Konzentration in der Ruhelage schreiben als

_ &
1+X2 R

A1 XR = (1— X1R ) ko €

-1
£

a

/\ XlR — Ael"'XZR +1
K
0

(ag1%or —buR).

1)
(2)

3)

(4)

AT |

Karlsruher Institut fur Technologie
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3.5 Beispiel zur Methode der 1. Naherung NLR 3-9

Fir jedes ug besitzt das System eine Ruhelage, und zwar dort, wo sich die Ver-
laufe der Funktionen (3) und (4) in der (X.g , Xr )-Ebene schneiden. Fur die Ru-
hewerte

UR1:—0.0218 Und UR2:O

ergeben sich beispielsweise die beiden im Bild 1 eingezeichneten Ruhelagen

L _[0414 nd e 0.721
=RL™10.01 =R2710.05

0.4

0.0

Bild 1

ﬂ(l I ‘ lioell [nstitut fir Regelungs- und Steuerungssysteme
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3.5 Beispiel zur Methode der 1. Naherung NLR 3-10

Anwendung der Methode der 1. Naherung:

Das um die Ruhelage xg linearisierte System lautet

e ap (%, %) ap (%, %)

AX = N e % AX + {0} Au
T a 070()(1,)(2) PP é’p(Xl,XZ) T b

_ 22 —ﬁxl 21+ 8 —5Xz -

X=Xg
mit
_ &
ap(xl’ XZ) - _ k e 1+X2

% 0 ’

&
G ) B P
2. (1+%)°

Somit ergeben sich die beiden um die Ruhelagen xg; und Xxg, linearisierten Sys-
teme zu

. —-0.457  3.727 0
AX = AX + Au
— |-0.089 -0.07 |7 |1.5476

%f_/

A b
und
) —-0.957 5.984 0
AX = AX + AU

— |-0.323 0.987 |~ |1.5476

A %f_/
A, b

Eigenwerte von A, : det (sI-A;)=0

AN\ s,, =—0.258 % j 0.540 : Beide Eigenwerte von A, liegen links
der j-Achse (Fall a))

N\ Ruhelage Xg, des nichtlinearen Systems ist asymptotisch stabil!

Eigenwerte von A, : det (sl-A,)=0

N s, =+0.015+ j0.994: Beide Eigenwerte von A, liegen rechts der
J-Achse (Fall b))

N Ruhelage Xz, des nichtlinearen Systems ist instabil!
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3.5 Beispiel zur Methode der 1. Naherung NLR 3-11

Dieses Verhalten der Ruhelage wird anhand von Trajektorien in den Bildern
2 und 3 bekraftigt:

1. Trajektorienverlaufe in der Umgebung von XR1:

PILAR

0.3 !
b
0.2
)
0.1 -
. (AP
l [ N
0.0 ] \ """'-Ih.____-_‘_
* \
-0.1 .

0.26 0.31 0.36 0.41 0.46 0.51 0.56
Xy —»

Bild 2

2. Verlauf einer Trajektorie, die in der Umgebung von Xy, beginnt:

PILAR

? 5.4
4 O oot I, Y
x2/10-25'2< 742/’:“\ ]
d 7z
5.0- //A/ /// //
BN £ /i
S MCE 7
m\=z_Z
; 1
4.66.9_; 2le5 7013 7.21 7.28 r7.3;l 745
X1/10° —
Bild 3
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4.1.1 Die Differenzordnung bei Eingré63ensystemen NLR 4-1

Gegeben sei ein nichtlineares EingrofRensystem

X=a(x)+b(x)u,
(a, b, c bel. oft differenzierbar)
y=c(X).

Es besitzt dann in dem Gebiet QQ des Zustandsraums die Differenzordnung ¢,

wenn V X e Q qilt:

o LyLsc(x)=0 vk, 0<k<s-1

o L, c(x)=0.

Anmerkungen:

1. Im Unterschied zum linearen Fall kann sich die Differenzordnung also je nach
betrachtetem Gebiet des Zustandsraums andern.
Insbesondere kann dies dazu fihren, dass sich an besonderen Punkten keine

Differenzordnung definieren lasst, z.B. wenn in einer beliebig nahen Umgebung

eines Punktes X, zwar Ly, Lg_lc()_() #0 ist, jedoch in X, selbst Ly, L5_1C()_(p) =0

p
gilt.

2. Die Differenzordnung kann nie grof3er als die Systemordnung sein, das heil3t es
gilt stets o <n. Dies ist eine Folge der linearen Unabhéangigkeit der L, L'; c(x),

k=0,...,06 -1, was im n-dimensionalen Raum zu der obigen Aussage fiihrt.

Sollte also Ly, L'; c(x)=0 V k, 0<k<n-1 gelten, so ist der Systemausgang

nicht vom Systemeingang abhangig, sondern wird nur vom Anfangszustand

X(0) beeinflusst.
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4.1.2 Transformation auf Byrnes-Isidori-Normalform
(SISO-Fall) NLR 4-2

Gegeben sei ein nichtlineares EingréRensystem der Form

Xx=a(x) +b(x)u,

y=c(x)

mit der Differenzordnung 6 in einem Gebiet QQ des Zustandsraums. Mit Hilfe der

Lie-Ableitungen L;C()_(), 1=0,...,0 -1, lassen sich dann in Q lokale Zustands-

transformationen z =¢(x) angeben mit

P (X)
pX¥)= : |, zi=4().
Pn (X)

Die einzelnen Transformationsvorschriften ¢; ergeben sich wie folgt:

o i=1..0: bi :Lia_lc(>_<)
e i=0+1..,n: ¢; alternativ
a) aus Ly ¢ =0

(stets maglich, fuhrt auf partielle Dgln.)

) beliebig so, dass die Jacobi-Matrix regular ist.

ax xeQd
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4.1.2 Transformation auf Byrnes-Isidori-Normalform
(SISO-Fall) NLR 4-3

Diese Transformation fuhrt abhéngig von der Wahl der ¢; nach «) oder £) dann

jeweils auf folgende Systemgestalt:
a) Eingangsnormalisierte Byrnes-Isidori-Normalform

21222,

Zs1=15,
25 ="1(2)+9(2)u,

25.1=hs1(2),
2, =h,(2).
) Byrnes-Isidori-Normalform

21222,

251=15,
15 =T1(2)+g(2)u,

Z5p= h§+l(Z) + k§+l(Z)U )
Zy = hn(Z)+kn(Z)u-

Hinzu kommt jeweils noch die Ausgangsgleichung
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4.1.3 Struktur der Ein-/Ausgangslinearisierung

(SISO-Fall) NLR 4-4
1
w . u X = a(x)+b(x)u ZI> c(x) L’
> ] ()
I

do
51 < —— |
Lp La  c(X)
W do y o

$®+.--+Qys+qy

Dabei gilt: e o6 < n istdie Differenzordnung der Strecke,

e die Polynomkoeffizienten q,,q;, ..., 454 werden durch Polvorgabe
bestimmt.
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4.1.3 Ein-/Ausgangslinearisierung des

Ruhrkesselreaktors NLR 4-5

System:

L~ Ap1Xp + Ay P (Xl’ X9 b
a(x) b(x)

mit

& &
pOaX)=|(1-x)+ u(l-%)" |kee 2~ (1-x)koe "%

"
kann haufig ver-
nachlassigt werden

Die Konstanten seien wie auf dem Beiblatt NLR 3-8 gewahlt.

Mit
y=X

ergibt sich wegen 6 =2 und mit den Bezeichnungen aus der Vorlesung:

C = Xl y
2
Lac = (—ay+ p1)(=aX+ p)+ Py (= ayX +axpp) |
sowie
LQLQC:bPZ
: ap ap
mit = X1, X5 ) =—, =—,
P=p ( 1 2) P1 ox P2 5%,

Damit berechnet sich der Regler zu

1

U=——o
bp,

[— Lé C—0hlaC—0QoC+ qow] :
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4.1.3 Ein-/Ausgangslinearisierung des
Ruhrkesselreaktors NLR 4-6

also

o\ — (—apX+ p)(—ay + oL+ ) + GoX + P2 (— 81X + 8 p0)
bp, b,

Bild 2 zeigt das dynamische Verhalten des ungeregelten Rihrkesselreaktors flr
den Anfangswert x" (0)=(1 0) und die SteuergroéRe u(t)=0 .

Um die auftretenden Schwingungen zu unterbinden, werden reelle Eigenwerte des
Regelkreises vorgeschrieben:

A =Arp=-1.
Wegen

2+ S+ 0o =(5+1)° =s% + 25 +1

folgt daraus

Bild 3: Verhalten des geregelten Systems bei einem Flhrungssprung.

Bild 4: Zum Vergleich: Verhalten des konventionell mit einem P-Regler geregelten
Systems beim gleichen Fuihrungssprung wie im Bild 3.
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4.1.3 Ein-/Ausgangslinearisierung des
Rihrkesselreaktors NLR 4-7

? 102
1.0
X
1
0.8 p\\ /'\\ NS
O.Sq \\ \"/ ]
0.4
0.2
0.0 v L4 v v v 1 | L Ll v T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t/min —p»

? 0.18

0.15
Xz ]

-
1T JANEPA)
IRV ENYANYAN

o.oo:{—/

Ll v LA v L4 L} v T

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t/min —a»

Bild 2: Verhalten der Strecke

P/
-
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4.1.3 Ein-/Ausgangslinearisierung des

Ruhrkesselreaktors

NLR 4-8

oo

=T

w
FS

-v

8 9 10
t/min —

.05

0.0L

0.03 /,
0.02

')
w

T

v

6 9 10
t/min —e

0.01

0.00

-0.02 \\

-0.03 T

Bild 3: Fuhrungsverhalten der Regelung

"8 9 10

t/min —p»

AT
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4.1.3 Ein-/Ausgangslinearisierung des
Rihrkesselreaktors NLR 4-9

t/min —a

"7 8 8 10
t/min —p

o
-
~N
]
>
(-]
P- )

] ]
o o
[=] [=]
N o
e A
/
——t—
*\‘

-0-03 A Y T Y v Y v Y T AN
0 1 2 3 4 6 8 1 8 8 10

t/min —p»

Bild 4: Vergleich mit der konventionellen Regelung

P/
-
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4.1.4 Die Nulldynamik (SISO-Fall) NLR 4-10

Gegeben sei ein nichtlineares Eingrof3ensystem mit einer Differenzordnung 6 <n,

das auf die Byrnes-Isidori-Normalform (BINF) mit den neuen Zustandsgréf3en

. T 7.1 : -
2=(2,00 25} T30 20 ] =[§ ' ] transformiert worden ist:

Esa=CE5, (1)

Nulldynamik

Unter der Nulldynamik des Systems versteht man das dynamische Verhalten des
Systemanteils 7_7(t) unter der Voraussetzung, dass die Ausgangsgrofie
y(t)=0 V tist.

Wegen

y(®) =21 (1) =0
folgt dann
&(t)=&,(t) =0,

Esa(t)=£5() =0.
Insgesamt ergibt sich also

EH)=0Vt.
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4.1.4 Die Nulldynamik (SISO-Fall) NLR 4-11

Das dazugehdorige uy (t) berechnet sich dann wie folgt:

0=f(0,7(t))+9(0,7(t))uy(®)

. 2)

= uy()=-

f(0,7(1)
g(0.7(t))

—_

(2) fuhrt je nach vorliegender Normalform zu einer entsprechenden Nulldynamik:
° K(é Q) =0 (eingangsnormalisierte BINF):

7(t)=h(0,7(t)) (3)
o k(&m)=0:

f(0,7(1)) b

7(t) =h(0, 7(t)) -k (0, 77) ggo 0

Die Bedeutung von (3a) bzw. (3b) liegt nun in folgender Aussage (ohne Beweis)

begriindet:

T
Das System (1) besitze die Ruhelage zg :[gg, QH =0. Liegt mit der Nulldyna-
mik (3a) bzw. (3b) fir beliebiges 7 (ty) mit Mo =0 eine asymptotisch stabile Ruhe-

lage vor, so ist bei einem stabilen Entwurf mittels Ein-/Ausgangslinearisierung der

6 ZustandsgroRBen £(t) die gesamte Ruhelage zg =0 ebenfalls asymptotisch

stabil.
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4.1.4 Beispiel zur Ein-/Ausgangslinearisierung und zur
Nulldynamik NLR 4-12

System:

Xo 0
=a(X) =Db(x)
y= C(>_<) =X3

Bestimmung der Differenzordnung:

Zur Ermittlung der Differenzordnung werden die entsprechenden Lie-Ableitungen
berechnet:

Le(x) =[0 0 1]-b(x)=0,

Lac(x) =[0 0 1]-a(x)=x, ,

Lplec(x)=[0 1 0]-b(x)=1#0 ,
) =l ]-a(x)

Es ergibt sich also 6 —-1=1, die Differenzordnung lautet somit:

o0=2

Lokale Zustandsraumtransformation:

Gemald dem Vorgehen in der Vorlesung ergeben sich die ersten 6 =2 Transfor-
mationsvorschriften zu

7z =¢1=c(X)=x3 ,

2y =¢y=LaC(X)=X,

Die dritte Transformationsvorschrift erhélt man aus der Bedingung

Lygs =grad’ ¢ - b(x)

_ s o5, , 03
0% OXo
=0 .
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4.1.4 Beispiel zur Ein-/Ausgangslinearisierung und zur
Nulldynamik NLR 4-13

Wie man leicht nachprifen kann, lautet eine mdgliche Losung dieser partiellen Dif-
ferentialgleichung

¢3 ()_() :1+ Xl - eX2

Da die Jacobi-Matrix der somit definierten Transformation z = ¢(x)

o0 0 0 1
“Z-lo 1 o0
OX

1 —-e2 0

fur alle Werte von x regular ist, ist die Transformation global giltig.

Die neuen Zustandsgleichungen berechnen sich zu
21 = 22 y
. _ 1 22
2,=(-1+23+€7?)z,+u ,

23 = (1— 23 —e”2 ) (1+ zzeZZ) :

es liegt somit die eingangsnormalisierte Byrnes-Isidori-Normalform vor.

Ein-/ Ausgangslinearisierung

Die Ruckfuhrung, die fur die in der Vorlesung behandelte Ein-/Ausgangslinearisie-
rung sorgt, lautet in transformierten Koordinaten:

u(z)= —[(—“ z3+e% )Zz +0oZy +thZp — QOW}

und sorgt im geregelten System flr partiell lineares Verhalten in den ersten beiden
ZustandsgrofR3en:

21222 y

Zy =—(pZ1 —01Zp + QoW .
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4.1.4 Beispiel zur Ein-/Ausgangslinearisierung und zur
Nulldynamik NLR 4-14

Die dritte Zustandsgro3e z; bleibt hiervon unberihrt:

23 = (1— 23 —e%2 ) (1+ 2,872 )

Nulldynamik

Um zu Uberprifen, ob bei der berechneten Ruckfiihrung die Ruhelage
ZR :?()_(R :Q):Q
asymptotisch stabil ist, gentigt die Analyse der Nulldynamik des Systems.

Letztere besteht offenbar aus der dritten Differentialgleichung, in der gemaf den
Ausfihrungen in der Vorlesung z; =z, =0 gelten muss.

Damit lautet die Nulldynamik

i3=—13 ,

ist also linear mit einem Eigenwert bei —1 . Damit ist zg =0 (bei entsprechender
Wahl von qq , g; fur stabile Eigenwerte in den ersten beiden Zustandsgrof3en) folg-

lich sogar eine global asymptotisch stabile Ruhelage.

Regelung in Originalkoordinaten

Insgesamt erhalt man fr das urspriingliche System die Rickfiihrung
U(X)=—[XXp +0oXg + thXp — W]

die fur lineares Verhalten in den Zustandsgréf3en X, und X; sorgt, wahrend die
Dynamik von x; nichtlinear ist:

. X
X ==X +e7 (—Xlxz —0oX3 — QX2 +QOW) ’

Xy =—(pX3 —(1X; + QoW ,

X3 =Xy
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4.2.1 Die Differenzordnung bei Mehrgrof3en-
systemen NLR 4-15

Gegeben sei ein nichtlineares MehrgréRensystem

x=a(x)+B(x) u (BO)=[by(0.-0p (0 ])

(p.1)
y =c(x).
(p.1)

Es besitzt dann in dem Gebiet (2 des Zustandsraums die vektorielle Differenz-

ordnung (d7,...,6,), wenn V x e Q dort gilt:

L, L5 Gi(x)=0 Vk,0<k<d_4,1<i<p, 1<j<p,

Lt_)j Lgi_lci(g);to.

Dies ist gleichbedeutend mit
Lgci(l()=QT,

. 1<i<
Lg L2 (x)=0", P

Lo LA (0 20,
Die Summe § =46, +...+J, bezeichnet man dann als Differenzordnung des Ge-
samtsystems.

Bei dieser Definition gelten die Anmerkungen des Beiblatts NLR 4-1 in entspre-

chender Weise.
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4.2.2 Transformation auf Byrnes-Isidori-Normalform
(MIMO-Fall) NLR 4-16

Gegeben sei ein nichtlineares MehrgréRensystem der Form

mit p Ein- u. Ausgangsgro6f3en und der vektoriellen Differenzordnung (51,..,5p)

(6=01+...+6,) in einem Gebiet Q des Zustandsraums.

Dann ist dort analog zum EingroRenfall die lokale Zustandstransformation

z2=¢(x) :[¢1,...,¢n]T moglich, bei der sich die einzelnen ¢, wie folgt berechnen:

e i=1..,0: ¢ gemal dem Schema

g () |
‘ #i, =G (%),
15, (X) '
¢il 151. _ ¢i2 = Lé_l ¢i (%), ]
| = : mit : 1=1..,p.
bs | | 4 e
" b5 =La (),
P55, )
e 1=0+1..,n: ¢ beliebig, so dass die Jacobi-Matrix a—— regular ist.
X xeQ)

(Unterschied zum SISO-Fall (ohne Beweis): naheliegende

Wahl aus Lg g_ﬁi :QT (= eingangsnormalisierte BINF) nicht

immer maoglich!)
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4.2.3 Die Nulldynamik (MIMO-Fall) NLR 4-17

Gegeben sei ein nichtlineares Mehrgroéf3ensystem mit einer Differenzordnung

o<n, das auf Byrnes-lsidori-Normalform mit den neuen Zustandsgrof3en

.
7= [éT , UT} transformiert worden ist.

Die neuen Zustande gehorchen dann jeweils folgenden Dynamiken:

&
e S =1|: | pSubsysteme fir £ gemaf
£p
& =%,
5i5i_1 5, (i=1..,p) (1)

u. (2)

ﬂ(IT ‘ H e Institut fir Regelungs- und Steuerungssysteme
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4.2.3 Die Nulldynamik (MIMO-Fall) NLR 4-18

Wie im Eingréf3enfall ist fir das Verhalten der unbeobachtbaren Dynamik (2) die

Analyse der Nulldynamik ausreichend:

T
Das System (1), (2) besitze die Ruhelage zp =[§L, QH =0. Dann gelten folgen-
de Aussagen (ohne Beweis):

Wahlt man ganz analog zum Vorgehen im EingroRenfall die Fiihrungsgrof3en ge-

marf

Uy ®=-D"" (0,7) f (0. 7(t))

ENEY) 7 (£n)
mit D'(&n)=| 1| f(&n)=| P |
19, (&) fp (&)
so erhalt man fir (2) die Nulldynamik
7® =h(0, n®)-K (0. 7®)D" (0. 2®) (0. n(V)) - 3)

Hat (3) fur beliebiges 7(t;) bei n_ =0 eine asymptotisch stabile Ruhelage, so ist
AN 4R

bei einem stabilen Entwurf mittels Ein-/Ausgangslinearisierung mit Entkopplung

der & Zustandsgrofien £(t) die gesamte Ruhelage zg =0 ebenfalls asymptotisch

stabill.
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4.2.3 Entkoppelbarkeitsbedingung fir ein
nichtlineares Mehrgro3ensystem NLR 4-19

Gegeben sei ein nichtlineares MehrgréRensystem der Form

mit p Ein- u. Ausgangsgrof3en und der vektoriellen Differenzordnung (51,..,5p) in

einem Gebiet ) des Zustandsraums.
Dann gilt (ohne Beweis):

Eine Entkopplung des Systems (d.h. ein Verhalten wie p entkoppelte SISO-
Systeme) ist in Q genau dann moglich, wenn dort die Entkoppelbarkeitsbedin-

gung

det D™ (x 0
- (_) XeQ;t

erfullt ist, d.h. die Matrix

r S1—1 7 0 51-1 51-1 ]
Lg Lgl c1(X) Ly, Lgl c1(X) ... Ly, Lgl c1(X)
D*(x)= : =
Sp-1 Sp-1 Sp-1
_LE LélID cp(>_<)_ Ly, L@IO Cp(X) ... Lpp Lgp Cp(X)

eine regulare Matrix darstellt.
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4.2.3 Struktur der nichtlinearen Entkopplungs-
regelung NLR 4-20

Ein-/Ausgangslinearisierung mit Entkopplung

u X
= . —— x-a(x)+BXu ] o(x) >
—- _
rx) Ke——-m»
V(x) K
Aquivalenz
o - 6 q10 - N\
Wi s+ 4 OyS + Qg Y1
W* o > l/
- 5 qpo |
\ Wi, SP 4+ QuS + Qpo Yp )

Entkoppeltes lineares System
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4.2.3 Anwendungsbeispiel zur nichtlinearen
Entkopplung: Roboterarm NLR 4-21

Der Entwurf des nichtlinearen Reglers lasst sich in diesem Fall auch einfacher
durchfihren. Im Folgenden soll jedoch die in der Vorlesung beschriebene allge-
meine Methode demonstriert werden.

Es wird nur der grundséatzliche Aufbau betrachtet. Um die vertikale Achse A (senk-
recht zur Zeichenebene) kann ein zylindrischer Arm gedreht werden, wozu von
auf3en das Moment M, aufgewandt wird. Der Arm (Masse m) greift die Last m,_ .
Dazu kann er in radialer Richtung durch die &uf3ere Kraft K, verschoben werden.
Die Masse des Armes ist m, sein Schwerpunkt (ohne Last) S . Dass der Arm
auch in vertikaler Richtung verschiebbar ist, spielt keine Rolle, da diese Bewegung
von der hier betrachteten ebenen Bewegung entkoppelt ist.
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4.2.3 Anwendungsbeispiel zur nichtlinearen

Entkopplung: Roboterarm

NLR 4-22

Die Zustandsgleichungen dieses Systems lauten:

Xy 0 0
2 me 1
XXy  — —— X — 0
a 174 oM 4 M
2= X, 0 0
2Mx; —m/( 1
B ; 2 XoXa 0 2
Lk —mix + Mx i K —mix + Mx” |
a (x) B ()
Yi=%
Y2 = X3
Dabei ist
X, =r : Lange des Roboterarms,
X2 = I’ ,

X3 = ¢ : Drehwinkel des Roboterarms,

Xg =@

ul:Kl’ y U2:M

¢) b

m, £, M=m+m_, k :% m¢?  sind Konstanten.

Reglerentwurf

1. Schritt: Differenzordnung bestimmen:

a®=x /N gradc(x)=[1 0 0 0]

Lgo(x)=[0 0]=0" ,

La Ci(X) =X, N gradT(Lgcl(g)):[O 10 0]

AT

Karlsruher Institut fur Technologie
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4.2.3 Anwendungsbeispiel zur nichtlinearen
Entkopplung: Roboterarm NLR 4-23

LBLgol(g):{ﬁ 0j|7&(_)T N s-1=1 AN s=2

(
L2 —x x, 2 M2
gcl(l) Xy X4 oM X4

Co(X) = Xg N\ grad'c,(x)=[0 0 1 0]
Lo (x)-[0 0]-C

LaCo(X) = X4 N gradT(Lgcz(g))z[O 0 0 1] ,

LBLQCZ(Z){O L }soT AN s-1=1 AN 522

k—mox +Mx? |~

2Mxg —m/
k —mix, + Mx12

Lg Co(x)=- Xy Xy

also: Differenzordnung 6 =5, + 8, =4 =n : maximale Differenzordnung.

2. Schritt: Entkoppelbarkeitsmatrix:

L 0
« |Lelaa(X)| | ™
D= - ) ,
LgLaCa(X)] | o
k —mex; + Mx12
* 1 . L
detD = =0 fur beliebige X, x, ,

M (k — mix, + Mx?)

«~1 | M 0
Q —_
[O kK —m0x + Mxlz}
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4.2.3 Anwendungsbeispiel zur nichtlinearen
Entkopplung: Roboterarm NLR 4-24

3. Schritt: Ruckfuhrvektor und Vorfiltermatrix (gemaf Vorlesung):

1| Lacy(X)+00r(X)+ 0 Lac(X)

r=D
Lg C2 (5)+QZ0 Co (Z)+q21 La 02(5)

2 ml
X1 X4 oM Xg + h1Xp + QX

My =ml + Qy1Xg + OpoX
- 2X4 + 021X + U20X3
k—mL’x1+Mx12

Mx1x42 —% m( x42 + M@y Xy + Mgy X

—(2Mxy —ml) XoXg +(k —Mlx + MX12) (G21%4 +020X3)

1 -l {qlo 0 }: My 0
0 G20 (k —mlx + |\/|x12)

R
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4.2.3 Anwendungsbeispiel zur nichtlinearen
Entkopplung: Roboterarm NLR 4-25

4. Schritt: Regler:
B 2 1 2
U =—MxgX," + > MIX," =M%, — MayoX + Mooy

U, = (2Mx; —M0)XyX, — (K = MOx + Mx;) (G1Xg + Ua0%3) + Uog (K — MExy + Mxg*)w,

Die mit diesem nichtlinearen Regler erhaltene Regelung ist dquivalent zu den bei-
den entkoppelten Teilsystemen

Oio
yl S - Wl S y
( ) 32+CI113+Q10 ( )

O20
Y2(S)=
( ) s + 0218 + Qyo

W, (s)

Darin sind die g;, so zu wahlen, dass die beiden entkoppelten Teilsysteme vorge-
gebene Pole haben.

Die Leistungsfahigkeit einer solchen Regelung zeigt das folgende Bild (enthom-
men aus E. FREUND - H. HOYER: Das Prinzip nichtlinearer Systementkopplung
mit der Anwendung auf Industrieroboter. Regelungstechnik 28 (1980), Seite 80-87
und 116-126).
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4.2.3 Anwendungsbeispiel zur nichtlinearen
Entkopplung: Roboterarm NLR 4-26

y/m 3

y/my k |

(1) ] @ | //\

0 E\\/ (/ P,
P \J/ ¥z

g i
0 3 x/m -3 ' 0 3 x/m

-3

y/m f 3

(3)

VN
N

-3 0 3 x/m

(1) Sollwertkurve in der x—y-Ebene, welcher der Handpunkt des Roboters (End-

punkt des Roboterarmes) nachfolgen soll. Die gesamte Durchlaufungszeit soll
17.5 sec betragen, wobei die ersten 4 Quadranten in 5 sec durchlaufen werden

sollen.
(2) Lineare Entkopplung mit linearen Reglern.
(3) Nichtlinearer Entwurf, wie oben beschrieben.

Vorzug der nichtlinearen Regelung: Hohe Genauigkeit auch bei schnellen Bewe-
gungen des Roboters.
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5.1 Voraussetzungen fur die Harmonische Balance NLR 5-1

Ausgangspunkt fur das Verfahren der Harmonischen Balance ist der nichtlineare
Standard-Regelkreis (vgl. NLR 1-13):

F(eee) > L(jo)

Voraussetzungen:

Lineares Teilsystem

L1)

L2)

L3)

L4)

L(s)=R(s)e ™*

mit R(s) =% rational, T, >0, L(0)>0.

Die Pole von R(s) liegen bis auf maximal einen Pol in s=0 links der
J-Achse.

L(jw) hat hinreichend starken Tiefpass-Charakter, d.h. bei wachsendem
o soll |L(jw) stark fallen (ist z.B. immer dann erfillt, wenn

Grad Z(s) < Grad N(s)-2).
Bei Annahme einer Dauerschwingung im Regelkreis (Amplitude A,

Periodendauer Tp =2—7[) ist zusatzlich erforderlich: @, muss im Bereich
@
p
der Knickfrequenzen von L(jw) liegen (lasst sich nicht a-priori
uberprifen!)

Nichtlineares Teilsystem

N1) F(e, é) ist symmetrisch zum Ursprung, d.h. F(e, ) =—F(-e, —¢€)

(bei eindeutigen Kennlinien bedeutet dies, dass F(e) eine ungerade
Funktion ist).

N2) Die Kennlinie soll monotonen Verlauf zeigen.
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5.2 Beschreibungsfunktionen einiger Nichtlinearitdten NLR 5-2

Die Beschreibungsfunktion N(A) eines nichtlinearen Gliedes, dessen Eingangs-
grolRe e mit der Ausgangsgrof3e u durch die Beziehung

u="F(ee)

verknupft ist, kann aus den Gleichungen

N(A)=R(A) + JI(A) ,

2r
R(A)=i I F (Asinv, Awcosv) sinvdv
TA 0
1 2
I(A)=— I F (A sinv, Aw cosV) cos v dv
TA 0

berechnet werden.

Im Folgenden werden die Beschreibungsfunktionen N(A) einiger nichtlinearer

Kennlinienglieder angegeben.
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5.2 Beschreibungsfunktionen einiger Nichtlinearitdten NLR 5-3

Benennung der
Nichtlinearitat

Bild bzw. Gleichung
Dabei: e = A sin ot

Beschreibungsfunktion N(A)

uil

b ——
Zweipunktglied . 4 Ao
e A’
—bp
ud
. . b 2
Zweipunktglied v A 4b a 4ab
mit Hysterese > e A\ "la) oz Aze
-a a = A A nA
=1 b

Totzone

tana=m (*)
uk
bl - 2
Dreipunktglied -a o 40 1-| 2 , A>a
a = ° A A
— b
ud
Dreipunktglied b"'" 1 2b (a)? . |1 (92 2| 2ab(1-q)
mit Hysterese -a -ga -c A A A A2
YA qa a
1-b A>a
up m, 0<A<a
b ----- .
Begrenzung i~ om a a a)?
-a : > e Z— | Arcsin = += 1—[—) , A>a
: a I A A A
..... b tana=m (*)

AT

Karlsruher Institut fur Technologie
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5.2 Beschreibungsfunktionen einiger Nichtlinearitdten NLR 5-4

Benennung der | Bild bzw. Gleichung Beschrei funktion N(A
Nichtlinearitat Dabei e = A sin ot eschreibungsfunktion N(A)
uji
r
Trockene ar
i . -j— , A>0
Reibung - i A
_r —
ud
Nyt
4b
e EE— =) —+m, A>0
b A
ay”
tana =m
ud
%+1[Arcsina+a«/ 1—(12}—]1(1—03)
Lose (Spiel) -a 45° T T
a © 2a
—1<a<1, onz‘l—X
(*)
u=e® 3 A
4
u
e 8A
3n
u=ele|
u
)]
e 4 \/5 4 L , A>0
©oe)
2
u= \/Hsgn e
. da . a . . a T
(*) Arc sin —: Hauptwert des arc sin — mit 0 <arc sin— < —
A A A 2

R
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5.2 Einige nichtlineare Ortskurven N, (A)=-1/N(A)

NLR 5-5

Beschreibungsfunktion N(A) und Ortskurve

Kennlinie der inversen Beschreibungsfunktion N;(A)
in der z-Ebene
1) Zweipunktglied N(A) :@% A>0
T
uk Im N, b
D pr——
e -t -
A= A=0 Re N,
—b
4b a a\?
2) Dreipunktglied N(A)= —-—,[1-|—| , A=>a
) Dreipunktglie (A) — A [Aj
ud Im N, &
b ---------- p——
— A=a2
-2 - e $\ -
o 2b
4b | a a ) a )
3) Zweipunktglied N(A) = —- A 1—(KJ _j(Kj , Axa
mit Hysterese na
4ba —iArcsin (%) (*)
ud naA
Y I
-a a e -
- ma Re N;
— - A= A=a| 4b
(*) Arc sin a : Hauptwert des arc sin a mit 0 <arc sin3 <X
A A A 2

AT

Karlsruher Institut fur Technologie
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5.2 Einige nichtlineare Ortskurven N, (A)=-1/N(A) NLR 5-6

Beschreibungsfunktion N(A) und Ortskurve
Kennlinie der inversen Beschreibungsfunktion N;(A)
in der z-Ebene.
m, O0<A<a
4)B N(A) = 2
) Begrenzung (A) 2m Arcsin3+3 1- a , A>a
T A A A
(*)
ud Im NI“
b. ............
-a o A= 0<A<a
: o -t o) L=
a A>a —-1/m Re N;
............ _b
tana=m=—
2 a a\? a
Tot N(AA)=m- —| — ,[1-| — Arcsin— | , A>a
5) Totzone (A) —| a [Aj n -
(*)
ul
Im NA
-a /( A>a A=
> > ® B
y a -1/m Re N;

tanoa=m

IA
N3

(*) Arc sin % : Hauptwert des arc sin % mit 0 <arc sin

> | o
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5.3 Beispiel 1 zur Harmonischen Balance NLR 5-7

Regelkreis mit Dreipunktglied

- o 1 - -
| 0.2 S 1+0.5s 1+s

Losung der Gleichung der Harmonischen Balance:

e Zwei-Ortskurven-Verfahren:

0.10
? 7 LOK

Imz ]
0.02

also: zwei Schnittpunkte | und Il , die zu zwei Dauerschwingungen
(a), =0y =0, , A <022< A,,) gehoren.
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5.3 Beispiel 1 zur Harmonischen Balance NLR 5-8

e Rechnerische Losung:

1

Le) =0 1505 jo) (1x o)

1 . 2 .
— = jo(l-050°+ jl5w

=-150°+ ja)(l—0.5 a)z) :

Da eine eindeutige Kennlinie vorliegt, ergibt sich die Frequenz «, der Dauer-
schwingungen aus

a)p(l—O.S wf,):o , d.h. o, =+\/§ (wp, =0 : triviale Losung).
Die Amplituden A, und A, berechnen sich dann aus der reellen Gleichung

L(j“’p> |

N(Ay) =—

also

AT
A, Ap

Diese quadratische Gleichung fur A, hat dann die gewuinschten Losungen

A =0243 (<0242,
Ay =0356 (>0242) .
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5.3 Beispiel 1 zur Harmonischen Balance

NLR 5-9

Examplarische Trajektorienverlaufe in der (x4, X,)-Ebene

T T
x. =[07,0,0] x,=10.3,0,0]
5.8 ?ILFIR T 0.8 PILAR &0
x> | X2 ]
0.0 0.0
—U.a l T T | T T T "U-U T T I T T T ] T T T
-0. -0-1 0.3 0.7 ~0.5 -0.1 0-3 .7
Xy —- Xy ——
PILAR .35{])- = { 025, 0,0} PILRAR Z; = [ 024, 0, 0 ]
T 0.8 T 0.8
X, X2
0.0 0.0
—0 -8 T T T T T T —0-8 T T I T T T I T T T
-0. -0.1 0.3 0.7 ~0.5 0.1 0.3 0.7
Xl——-— X1—-—-—--i-
ﬂ(IT nio)ll Institut fir Regelungs- und Steuerungssysteme
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5.3 Beispiel 2 zur Harmonischen Balance NLR 5-10

Regelkreis mit Zweipunktglied mit Hysterese

S+1 s+1 1+s

Zwei-Ortskurven-Verfahren:

02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Re z —»

Wie man an den Verlaufen von x(t) auf der folgende Seite erkennen kann, liefert
in diesem Fall die Harmonische Balance ein falsches Ergebnis, da offensichtlich
bereits ab der Verstarkung k =0.4 eine Dauerschwingung vorliegt.

Der Grund hiefir ist darin zu sehen, dass die zuséatzliche Annahme L4) (s. NLR 5-1)
der Harmonischen Balance verletzt ist, da @, =0.577 <w,=1 (Knickfrequenz von
L(jw)) ist.
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5.3 Beispiel 2 zur Harmonischen Balance NLR 5-11

Verlaufe von x,(t)

x1 =[1.0,0]
k=1 -
| .pc DILAR | .o PILAR k=05
x, (t) | X, (t)
0.25+ 0.25+
“"D'?S ¥ T T l T T T i T T T "U -75 T T T [ T T T l T T T
o 20 4D 60 4] pdi| 40 50
t/sec— tisec———m—
| .25 PILAR k=0,401 T {98 PILAR k=0,39
XIHI K'|“'] N
B.25— 0.25-]
_0-75 T T T | T T T I T T ¥ _0-75 T T T ] T T T ! T T T
0 20 40 EO 0 20 40 60

Institut fir Regelungs- und Steuerungssysteme
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5.4 Stabilitatsverhalten von Grenzschwingungen NLR 5-12

Gegeben sei die Zwei-Ortskurven-Darstellung eines nichtlinearen Standardregel-
kreises. Fiur das Stabilitdtsverhalten der durch die Schnittpunkte von linearer Orts-
kurve (LOK) und nichtlinearer Ortskurve (NOK) gekennzeichneten Grenzschwin-
gungen gelten folgende

Stabilitatskriterien fur Grenzschwingungen:
Eine Grenzschwingung (GS) mit der Amplitude A, ist eine

e asymptotisch stabile GS, wenn der laufende Punkt der NOK fur A<A, von
der LOK umschlossen und fur A > AIO nicht umschlossen wird,

e instabile GS, wenn der laufende Punkt der NOK fir A> Ap von der LOK um-
schlossen und fur A< Ap nicht umschlossen wird,

e semistabile GS, wenn der laufende Punkt der NOK sowohl fir A< Ap als
auch far A> AIO von der LOK umschlossen oder nicht umschlossen wird.

Bei ,einfacher® Gestalt der Ortskurven lassen sich die Kriterien etwas plakativer
formulieren:

Eine Grenzschwingung (GS) mit der Amplitude A, ist eine
e asymptotisch stabile GS, wenn die LOK durch die NOK von rechts nach links
durchstof3en wird,

e instabile GS, wenn die LOK durch die NOK von links nach rechts durchstofRen
wird,

e semistabile GS, wenn die NOK in der Umgebung des gemeinsamen Punktes
auf der gleichen Seite der LOK liegt.
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6.1 Absolute Stabilitat und Popov-Kriterium NLR 6-1

Gegeben sei der nichtlineare Standard-Regelkreis gemal Bild 1.

€ Fle) — L(s)

Bild 1

Die nichtlineare Kennlinie F(e) sei eindeutig, stiickweise stetig, F(0)=0 und lie-
ge in einem Sektor gemal Bild 2.

Au F(e)

B o

Sektor [0,K]

Bild 2

Dann qilt fir F(e) die Sektorbedingung:

0
Ke

IN A

F(e) < Ke, e>0
F(e) < 0, e<0

Absolute Stabilitat

Der Regelkreis heil3t absolut stabil im Sektor [O, K] , wenn die Ruhelage global
asymptotisch stabil ist fir jede eindeutige, stlickweise stetige Kennlinie
F(e) mitF(0)=0 aus [0, K] .
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6.2 Absolute Stabilitat und Popov-Kriterium NLR 6-2

Popov-Kriterium

Unter den Voraussetzungen

F (e) ist eindeutig, stiickweise stetig, F(0)=0,

F
e F(e) erfillt die Sektorbedingung 0< ge) <K, e=0,

_ 1 1+bs+...

= istrational, p=0,1,2,..., ZG<NG,
sP 1+as+...

e L(9)

die Pole von L(s) liegen links oder allenfalls auf (singularer Fall) der j-Achse,

der Regelkreis ist im singuléaren Fall grenzstabil, d.h. er ist dann im Sektor
[¢,K] (£>0, beliebig klein) global asymptotisch stabil,

ist der Regelkreis absolut stabil im Sektor [0, K] bzw. [¢,K] , 0<K <+,
wenn sich eine reelle Zahl g finden lasst, fur die

Re[(1+qjm)L(jo)] >_%

fur alle @ >0 qilt.
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6.2 Beispiele fir Popov-Ortskurven NLR 6-3

1. Lineares Teilsystem L(j®) 4. Ordnung mit P-Verhalten (Hauptfall)

2. Lineares Teilsystem L(jw) 4. Ordnung mit I-Verhalten (singulérer Fall)

Asymptote
von z = L(jo) Alm "
z-Ebene

z=L,(jo)

» Re

by —a,
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6.2 Beispiel zum Popov-Kriterium NLR 6-4

Gegeben sei der Regelkreis nach Bild 1:

KLb“
e -a . u 1 X
- a "I o)1+ 2j0)1+3j0)
= -K, b
: L(jo)
F(e)

Bild 1

Die Nichtlinearitat ist eine Dreipunktkennlinie, zu welcher die Verstarkung K, des
linearen Teilsystems bereits hinzugefiigt ist. Bild 2 zeigt die Popov-Ortskurve

z=L,(jo):

Im A
1 y Okrit
K 1.0
: : : : : : : : -
0.1 0.2 Re
+-0.1
T-0.2

Bild 2

Man sieht sofort, dass die Gerade g, durch die Tangente an die Popov-
Ortskurve im Schnittpunkt mit der reellen Achse gegeben ist. Dieser Schnittpunkt
hat nach Bild 2 die Abszisse — 0.1 . Demgemals ist

o1 A K,-10
K
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6.2 Beispiel zum Popov-Kriterium NLR 6-5

Dadurch wird der Popov-Sektor im Bild 3 festgelegt:

ud
104 Ke'—10e
1 Kb
/] a
f——— Kb
I
i A -
1 a ©
/
/
/
/
y
/
/

Bild 3

Damit die Dreipunktkennlinie aus Bild 1 in ihm liegt, muss

a

kleiner als die Steigung K, der oberen Grenze des Popov-Sektors sein:

K#b<10
a

Ist diese Ungleichung fur die gegebenen Werte von K, , b und a erfullt, so ist die
Ruhelage (xg, ugr)=(0,0) des nichtlinearen Regelkreises im Bild 1 global asymp-
totisch stabil.
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6.2 Beispiel zum Popov-Kriterium NLR 6-6

Man sieht an diesem Beispiel, wie einfach die Anwendung des Popov-Kriteriums
ist. Jedoch ist es kein Allheilmittel, da es nur eine hinreichende Bedingung bereit-
stellt. Fur das betrachtete Beispiel bedeutet dies, dass die Ruhelage durchaus
auch noch global asymptotisch stabil sein kann, wenn die Dreipunktkennlinie mit
ihrer oberen und unteren Ecke aus dem Popov-Sektor herausragt. Um dies deut-
lich zu machen, wird im Folgenden das Verfahren der Harmonischen Balance auf
das System aus Bild 1 angewendet.

Anwendung der Harmonischen Balance:

Als Bedingung fir globale asymptotische Stabilitdt auf Grund der Harmonischen
Balance darf keine Dauerschwingung auftreten.

Lineares Teilsystem:

1

. 1
L(ie)= N(jo) :1—(2+3+6)a)2+ j”[(l+2+3)_1'2'3a’2]

1
11107+ ja)6(1—a)2)

Der Schnittpunkt mit der reellen Achse ergibt sich aus
Damit ist

11 1
Re N (jo,) 1-11 10

Re L(jos)=
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6.2 Beispiel zum Popov-Kriterium NLR 6-7

Stabilitatsbedingung:

himz

_ ma
2K b

1
% ) d > Rez
NOK &//
LOK

Bild 4

Anhand von Bild 4 liest man ab:

N 1 7a A Kb g 1571

RelL(jws)>- - >-
(Jos)>=5 % 10~ 2Kb a

Wie man sieht, liefert die Anwendung der Harmonischen Balance einen gréf3eren

Bereich fur Kb , fur den der Regelkreis global asymptotisch stabil ist (hierbei ist
a

jedoch zu beachten, dass das Verfahren der Harmonischen Balance nur ein Nahe-
rungsverfahren ist).

Zu Simulationszwecken wird von der Frequenzbereichsdarstellung

1
X(s)= (L+5) (1 25) (1+39) - (s)

des linearen Teilsystems in den Zeitbereich tGbergegangen, womit man zur Zu-
standsdifferentialgleichung

6X +11X +6X+ X=uU

gelangt.
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6.2 Beispiel zum Popov-Kriterium NLR 6-8

Durch Einfihrung der Zustandsvariablen
X=X, X=X und X3=X

erhalt man das lineare Teilsystem L(s) in der Regelungsnormalform

Xl = X2 y
XZ = X3 y

X —1x - X —1—1x +1u

3 1Tt
— Kb . .
Fir die Werte a=1, K b=12 , also —— =12 >10 und die beiden Anfangswerte
a
-3 3
1 -2

sind im Bild 5 die Trajektorien des nichtlinearen Systems gemal Bild 1 dargestellt.
Genauer gesagt, handelt es sich dabei um Projektionen der Trajektorien in die

(X1, X2)-, (X2, X3)- und (X, X3)-Ebene.

Bild 6 zeigt den Verlauf von x(t) fir die Anfangsbedingung X =(-3, 3, 1) und
a=1, K b=12 und 15 (asymptotisches stabiles Verhalten) sowie K b=16 (insta-

biles Verhalten).
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6.2 Beispiel zum Popov-Kriterium NLR 6-9

4 PILAR
$o T
Xy . — — Schaltflichen _] K. b= 12
2 4.—:"'-—-‘:: L== o
// -::‘::\ \ ' 'g
—— ~T ) X =
0 / /(E >;>‘\ \ - 1
\ \\E.._\'-———/é/ /J 3'|
R R % vore |5
! I — -2,
—4—4 5 -3.0 -1.9 l[l.[] 1.5 3.0 « I4-5
1"—‘—-'
3.0 PILAR
]
1.5 >~
/] /Uﬁ%&\ A\
O
NN\
“1.54 \ \\\J—‘/ //
T \ \....____,./
-3-U-| T T T T T T T T v T T .
-4.5 -3.0 -1.5 0.0 1.5 3.0 xz_ﬂ:s
. PILARR
420 T T ]
X3 Schaltflédchen
I5 - 3 1//\\
] "\E\ I~ N
0.0 - S \ :
J -
6] NN
o PN
—3.[]_ T T = T T T
-4.5 -3.0 -1.5 0.0 1.5 3.0 %, ._.._4...5

Bild 5
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6.2 Beispiel zum Popov-Kriterium NLR 6-10

4 PILAR
0:1 T .
x(t) -
KLb=12 0
!g =[-3o301] )
"'4 T T 1 | T T T I T T T I T T T | Y T T
0 40 80 120 160 200
t /sec —»
4 PILAR
0:1 ? -n
x(t) -
Kb =15 o-
T_ -
x)=0-3,31] ]
-4 -+ r 1 rrr+ ] rt+vrr1r 1171517
0 40 80 120 160 200
t /Isec—»
4 PILAR
a=1 T 'N
x(t) -
KLb=16 00—
xi=0-331] ]
"'4 T LI | I ] T T | T T T I T T T | T T T
0] 40 80 120 160 200

Bild 6
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